Демпфирование резонансных изгибных колебаний гибкой жестко защемленной вязкоупругой круглой пластины при совместном использовании сенсоров и актуаторов by Карнаухов, В.Г. et al.
ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2012. Том 15, N 1. С. 30 – 37
УДК 539.3
ДЕМПФИРОВАНИЕ РЕЗОНАНСНЫХ ИЗГИБНЫХ
КОЛЕБАНИЙ ГИБКОЙ ЖЕСТКО ЗАЩЕМЛЕННОЙ
ВЯЗКОУПРУГОЙ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНЫ
ПРИ СОВМЕСТНОМ ИСПОЛЬЗОВАНИИ
СЕНСОРОВ И АКТУАТОРОВ
В. Г. К АР Н АУ Х О В1∗, А. Ю. Ш ЕВ Ч ЕН К О1, Т. В. К А РН А У Х ОВ А2
1Институт механики им. С. П. Тимошенко НАН Украины
ул. Нестерова, 3, 03057, Киев, Украина
2Национальный технический университет Украины “КПИ”
пр. Победы, 37, 03056, Киев, Украина
∗karn@inmech.kiev.ua
Получено 02.04.2011  Пересмотрено 08.09.2011
Методом Бубнова–Галеркина решена задача об активном демпфировании вынужденных изгибных резонансных
термомеханических колебаниях жестко защемленной гибкой круглой пассивной вязкоупругой пластины с помощью
распределенных пьзоэлектрических сенсоров и актуаторов. Исследовано влияние геометрической нелинейности
и температуры диссипативного разогрева на эффективность активного демпфирования резонансных колебаний
такой пластины с помощью пьезоэлектрических включений.
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: вязкоупругая пластина, резонансные колебания, диссипативный разогрев, пьезоэлектриче-
ский сенсор, актуатор, метод Бубнова–Галеркина
Методом Бубнова–Гальоркiна розв’язано задачу про активне демпфування вимушених згинальних резонансних
термомеханiчних коливань жорстко закрiпленої гнучкої круглої пасивної в’язкопружної пластини за допомогою
розподiлених п’єзоелектричних сенсорiв i актуаторiв. Дослiджено вплив геометричної нелiнiйностi й температури
дисипативного розiгрiву на ефективнiсть активного демпфування резонансних коливань такої пластини за допомо-
гою п’єзоелектричних включень.
КЛЮЧОВI СЛОВА: в’язкопружна пластина, резонанснi коливання, дисипативний розiгрiв, п’єзоелектричний сен-
сор, актуатор, метод Бубнова –Гальоркiна
A problem on active damping of bending forced resonance thermomechanic vibration of a rigidly clamped flexible
viscoelestic circular plate by distributed sensors and actuators is solved by the Bubnov –Galerkin method. An influence
of geometric nonlinearity and dissipative heating on an effectiveness of active damping of plate resonant vibration by
piezoelectric inclusions is studied.
KEY WORDS: viscoelastic plate, resonance vibrations, dissipative heating, piezoelectric sensor, actuator, the Bubnov –
Galerkin method
ВВЕДЕНИЕ
Тонкие круглые пластины из пассивных и
активных (с пьезоэффектом) вязкоупругих ма-
териалов были и остаются одними из наиболее
распространенными элементов конструкций сов-
ременной техники. Исследованию колебаний та-
ких объектов посвящено большое количество ра-
бот [1 – 4]. При действии на них гармонических
во времени нагрузок с частотой, близкой к резо-
нансной, возникает опасность разрушения из-за
усталости, высокого уровня напряжений, темпе-
ратуры диссипативного разогрева и пр. В связи
с этим появляется необходимость в демпфирова-
нии резонансных колебаний таких пластин. Для
этого используются как пассивные [5 – 8], так и
активные [9 – 13] методы. Одним из основных не-
достатков пассивных методов, базирующихся на
включении в систему компонент с высокими дем-
пфирующими характеристиками, является нево-
зможность управлять коэффициентом демпфиро-
вания после изготовления конструкции. Этого не-
достатка лишены активные методы, предусматри-
вающие использование пьезокомпонент, выполня-
ющих функции сенсоров и актуаторов. При этом
становится возможным изменять коэффициент
демпфирования уже в процессе эксплуатации кон-
струкции. Сущность метода активного демпфи-
рования колебаний, основанного на совместном
использовании сенсоров и актуаторов, заключае-
тся в том, что к актуатору подводится разность
потенциалов, пропорциональная первой производ-
ной по времени от разности потенциалов или то-
ку, зафиксированным сенсором. Как следствие, в
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электромеханической системе возникает дополни-
тельное затухание, пропорциональное первой про-
изводной от поперечного перемещения.
Главная возникающая при этом проблема –
правильно оценить влияние различных факторов
на коэффициент демпфирования (в частности,
механических и электрических граничных усло-
вий, геометрической нелинейности и температу-
ры). Необходимость в учете геометрической нели-
нейности возникает при резонансных колебаниях,
высоких уровнях механической нагрузки, а также
для тонких пластин, когда амплитуда колебаний
может стать сравнимой с толщиной. Обзор иссле-
дований по активному демпфированию колебаний
круглых пластин с помощью актуаторов представ-
лен в [14]. В этой работе не учитывались диссипа-
тивные свойства материалов и обусловленная ими
температура диссипативного разогрева. Кроме то-
го, не рассмотрено активное демпфирование коле-
баний при совместном использовании сенсоров и
актуаторов. Обзор исследований по круглым пла-
стинам с размещенными на них сенсорами пред-
ставлен в [15].
В этой статье рассматривается задача о выну-
жденных изгибных термомеханических колебани-
ях жестко защемленной круглой пассивной вязко-
упругой пластины, на поверхности которой нане-
сены одинаковые пьезослои, отличающиеся лишь
направлением поляризации и выполняющие функ-
ции сенсоров и актуаторов. Пластина нагруже-
на равномерным поверхностным давлением, изме-
няющимся во времени по гармоническому зако-
ну с частотой, близкой к резонансной. Рассматри-
ваются электрические граничные условия, отве-
чающие коротко замкнутым электродам, нанесен-
ным на поверхности пьезослоев. Задача решается
в одномодовом приближении методом Бубнова –
Галеркина в сочетании с методом гармоническо-
го баланса. Получена формула для коэффициен-
та демпфирования, обусловленного вязкоупруги-
ми свойствами пассивного материала при совме-
стном использовании сенсоров и актуаторов с уче-
том влияния геометрической нелинейности и тем-
пературы диссипативного разогрева. Исследовано
влияние геометрической нелинейности и темпера-
туры диссипативного разогрева на эффективность
активного демпфирования колебаний пластины.
Определено критическое значение параметра ме-
ханического нагружения, после превышения кото-
рого температура достигает точки Кюри и пье-
зоэлементы перестают выполнять свое функцио-
нальное назначение.
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
При постановке задачи об активном демпфиро-
вании вынужденных резонансных колебаний вяз-
коупругой круглой пластины с жестким защем-
лением торцов используем результаты, представ-
ленные в статьях [16, 17], где рассмотрены зада-
чи о колебаниях круглой пластины с шарнирным
закреплением торца. Заметим, что при шарнир-
ном закреплении работа сенсора и актуатора будет
наиболее эффективной в случае полного покрытия
пассивной пластины пьезоэлектрическими слоя-
ми. При жестком защемлении торца такой способ
покрытия не дает возможности управлять колеба-
ниями пластины с помощью пьезоэлектрических
вставок и приходится наносить на пластину пье-
зоэлектрические “пятна”. По аналогии с резуль-
татами упомянутых статей получим следующую
нелинейную систему интегро-дифференциальных
уравнений относительно безразмерных поперечно-
го прогиба w и функции усилий Φ для описания
колебаний пластины с пьезоэлектрическими сен-
сорами и актуаторами:
D011
~DM ∗∆∆w−
−1
ρ
∂
∂ρ
(
Φ
∂w
∂ρ
)
− q −∆M0 + ∂
2w
∂t2
= 0,
(1)
A011
[
∂
∂ρ
(
ρ
∂Φ
∂ρ
)
− Φ
ρ
]
= −1
2
D¯N ∗
(
∂w
∂ρ
)2
. (2)
Граничные условия жесткого защемления прини-
мают вид:
w = 0,
∂w
∂ρ
= 0 при ρ = 1, (3)
Φ = 0 при ρ = 1, (4)
∂Φ
∂ρ
− νN 1
ρ
Φ = 0 при ρ = 1. (5)
Граничное условие (4) соответствует свободному
торцу в плоскости пластины (Nr=0 при ρ=1),
а граничное условие (5) – жесткому защемлению
этого торца (u=0 при ρ=1). Постановку задачи
необходимо дополнить стандартными начальными
условиями.
В работе [17] представлено выражение для эле-
ктрического заряда, накапливающегося на сенсо-
ре:
Q = 2pi(h0 + h1)γ31
ρ1∫
0
(
d2w
dρ2
+
1
ρ
dw
dρ
)
ρdρ. (6)
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При постановке задачи об активном демпфи-
ровании колебаний круглой пластины при сов-
местном использовании сенсоров и актуаторов к
представленным выше соотношениям необходимо
добавить уравнение обратной связи:
VA = −GˆQ, (7)
где Gˆ – коэффициент обратной связи.
Используя соотнощения (6), (7), найдем выра-
жение для VA:
VA = −2pi(h0+h1)γ31Gˆ
ρ1∫
0
(
d2w˙
dρ2
+
1
ρ
dw˙
dρ
)
ρdρ. (8)
Подстановка выражений (7) и (8) в уравне-
ние (1) приводит к модифицированному интегро-
дифференциальному уравнению, в котором по-
является дополнительное затухание, пропорцио-
нальное скорости изменения поперечного прогиба.
2. ВЫВОД ОБЫКНОВЕННОГО ИНТЕГРО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
Как и в работах [16, 17], ограничимся исследо-
ванием вынужденных гармонических колебаний
круглой пластины на наиболее энергоемкой пер-
вой моде. Решение задачи будем искать методом
Бубнова – Галеркина [18]. Для этой цели попереч-
ный прогиб w и резонансные составляющие меха-
нической и электрической нагрузок представим в
виде
w = η(τ )w1(ρ), (9)
q = q1w1(ρ), ∆M0 = M1w1(ρ). (10)
Здесь w1(ρ) – некоторая аппроксимация формы
колебаний пластины. В качестве таковой выберем
функцию
w1(ρ) = (1− ρ2)2, (11)
тождественно удовлетворяющую однородным гра-
ничным условиям (3).
Применяя одномодовое приближение (9) – (11),
из формулы (8) находим
VA = 8pi(h0 + h1)γ31Gˆ(ρ
2
1 − ρ41)
dη(τ )
dτ
. (12)
Подставляя соотношение (12) в выражение
M0 =
1
2
γ31(h0 + h1)VA, (13)
получаем
M0 = 4piγ
2
31(h0 + h1)
2Gˆ(ρ21 − ρ41)
dη(τ )
dτ
. (14)
При использовании для решения системы интегро-
дифференциальных уравнений (1), (2) с гра-
ничными условиями (3) – (5) метода Бубнова –
Галеркина в уравнении движения появляется
член, содержащий дельта-функции и их произво-
дные:
∆M0(ρ) = M0
{
[δ′(ρ) − δ′(ρ− ρ1)]+
+
1
ρ
[δ(ρ) − δ(ρ− ρ1)]
}
.
(15)
При вычислении интеграла
ρ1∫
0
∆M0(1− ρ2)2ρdρ =
=M0
ρ1∫
0
{
[δ′(ρ) − δ′(ρ− ρ1)]+
+
1
ρ
[δ(ρ)− δ(ρ− ρ1)](1− ρ2)2
}
ρdρ
(16)
используем свойства дельта-функций
∞∫
−∞
f(x)[δ′(x− a)]dx = −f ′(a),
∞∫
−∞
f(x)[δ(x− a)]dx = f(a).
С учетом ссотношения (15) найдем
ρ1∫
0
∆M0(1− ρ2)2ρdρ =
= −16pi(h0 + h1)2γ231Gˆ(ρ21 − ρ41)2
dη
dτ
.
(17)
По аналогии с [16, 17] приходим к сле-
дующему модифицированному интегро-
дифференциальному уравнению относительно
η(τ ):
mη¨ + µ1D¯M ∗ η − µ2ηDN ∗ η2 + µ3η˙ = P. (18)
Здесь
µ3 = 16pi(h0 + h1)
2γ2
31
Gˆ(ρ2
1
− ρ4
1
)2; P =
q
6
. (19)
Остальные обозначения совпадают с обозначения-
ми, приведенными в [16, 17].
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3. РЕШЕНИЕ ОБЫКНОВЕННОГО ИНТЕГ-
РО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
Как и в работах [16, 17], для решения обыкно-
венного нелинейного интегро-дифференциального
уравнения (18) применяем метод гармонического
баланса [19], полагая
q = q′ cosωτ − q′′ sinωτ,
M0 = M
′ cosωτ −M ′′ sinωτ,
(20)
где частота механической и электрической нагруз-
ки близка к резонансной частоте упругой пласти-
ны, определяемой из соотношения
ω =
√
µ1
m
. (21)
В соответствии с методом гармонического баланса
примем
η = η′ cosωτ − η′′ sinωτ (22)
и из уравнения (18) получим систему двух нели-
нейных алгебраических уравнений относительно
η′, η′′:
−mω2η′+µ1
[
D′η′−
(
D′′+
µ3
µ1
ω
)
η′′
]
−
−f1 = P ′,
−mω2η′′+µ1
[(
D′′+
µ3
µ1
ω
)
η′+D′η′′′
]
−
−f2 = P ′′,
(23)
где
f1 = µ2[
1
2
(1−D∞)η′ + 1
4
(1−D∞)η′−
−1
4
DSη
′′]|η|2;
f2 = µ2[
1
2
(1−D∞)η′′ + 1
4
(1−DC)η′′−
−1
4
DSη
′]|η|2.
(24)
Здесь приняты обозначения из [16, 17]. Из уравне-
ния (23) видно, что представленные в указанных
работах формулы сохраняются и для рассматри-
ваемой в настоящей статье задачи, если в них за-
менить мнимую составляющую изгибного компле-
ксного модуля D′′ на модифицированную величи-
ну Dˆ′′=D′′+ωµ3/µ1. Из уравнений (23), (24) легко
получить кубическое уравнение для квадрата ам-
плитуды x= |η|2 (амплитудно-частотную характе-
ристику):
(a212 + a
2
21)x
3 + 2(a11a12 + a21a22)x
2+
+(a211 + a
2
21)x− [P ] = 0,
(25)
где
a11 = −mω2 + µ1D′ж;
a12 = µ2
[
1
2
(1−D∞) + 1
4
(1−DC)
]
,
a21 = µ1Dˆ
′′, a22 =
µ2
4
DS .
Положив в соотношекнии (23) P ′=P ′′=0, полу-
чим следующее нелинейное комплексное уравне-
ние для свободных колебаний:
−mω2 η˜ + µ1[D˜η˜ − µ2|η|2K˜η˜ = 0. (26)
Здесь
D˜ = D′ + iDˆ′′, K˜ = K′ + iK′′, η˜ = η′ + iη′′ :
K′ =
1
2
(1−D∞) + 1
4
(1−DC ), K′′ = 1
4
DS ;
Dˆ′′ = D′′ +
µ3
µ1
ω.
Из уравнения (26) находим выражение для ком-
плексной частоты
ω2 = Ω2(1 + Iηn), (27)
где
Ω2 =
µ1
m
D′ − µ2
m
|η|2K′;
ηn =
µ1
m
Dˆ′′ − µ2
m
|η′′|2
µ1
m
D′ − µ2
m
|η|2K′
.
(28)
Первая величина в последней формуле дает соб-
ственную частоту колебаний пластины, а вторая –
коэффициент демпфирования.
Уравнение (18) можно упростить, считая вли-
яние геометрической нелинейности и вязкости ве-
личинами одного порядка малости. Тогда оно при-
нимает вид
η¨ + 2µ˜1η˙ + ω
2
0η +K1η
3 = q1, (29)
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Рисунок. Амплитудно-частотная характеристика
где
2µ˜1 =
µ1D
′′
mω
+
µ3
m
, ω20 =
µ1D
′
m
;
K1 =
|µ2|D′
m
, q1 =
P
m
.
Пусть ω=ω0+δ, где
δ/ω01. (30)
Амплитуда колебаний находится из уравнения для
X= |η|2 [1]:
X
[(
δ − 3K1
8ω0
X
)2
+ µ˜21
]
=
q21
4ω2
0
. (31)
Решение кубического уравнения (27) дает
амплитудно-частотную характеристику, типи-
чную для жестких нелинейных систем (см.
рисунок). Максимальная амплитуда находится из
этой характеристики и соответствует точке C.
Уравнение (27) имеет три действительных кор-
ня при q1>q
∗ [1], где
(q∗)2 =
64ω30µ˜
3
1
3K1
. (32)
Границы области с тремя действительными кор-
нями определяются из соотношения [1]
δ2 + µ˜21 − 3K1δ
X2
2ω0
+ 27K21
X4
64ω2
0
= 0. (33)
Решая совместно уравнения (28) и (29), найдем
точки C и D на графике амплитудно-частотной
характеристики. Максимальная безразмерная ам-
плитуда будет
µ˜|η|max = q1
2µ˜1ω0
. (34)
Ей соответствует размерная амплитуда
|w|max = p0a
4
64Dˆ′′M
. (35)
Как видно, геометрическая нелинейность не вли-
яет на значение |w|max.
В отличие от случая, рассмотренного в [20], в
знаменателе выражения (35) вместо D′′M стоит ве-
личина Dˆ′′M , которой можно управлять за счет
выбора коэффициента обратной связи Gˆ.
4. РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРЫ ДИССИПАТИВ-
НОГО РАЗОГРЕВА
Как и в [16, 17, 20], для расчета температуры
диссипативного разогрева принимаем гипотезу о
малости влияния геометрической нелинейности и
вязкости. При этом установившаяся (максималь-
ная) температура диссипативного разогрева нахо-
дится из решения уравнения энергии
λ˜h
a2
∆θ − αθ +Ax(d0 + d2ρ2 + d4ρ4) = 0. (36)
Здесь λ˜ – приведенный коэффициент теплопрово-
дности трехслойной пластины; α – коэффициент,
характеризующий теплообмена с внешней средой;
A = 4ωD′′; d0 = 4(1 + νM );
d2 = −16(1 + νM ); d4 = (20 + 12νM).
Пусть на торце пластины ρ=1 задана постоян-
ная температура TC . Решение задачи получим сна-
чала методом Бубнова – Галеркина, положив
θ = T − TC = θ0(1− ρ2). (37)
Применяя к уравнению (29) процедуру Бубно-
ва – Галеркина, получим решение, представленное
в [20]:
θ0 =
Bx
1 + β/6
(
d0
4
+
d2
4
+
d4
12
)
. (38)
Здесь
β =
a2α
λ˜h
; B =
a2A
λ˜h
.
Температура диссипативного разогрева достига-
ет своего максимального значения в центре пла-
стины и равна θmax=θ0. Принципиальное отличие
выражения (38) от аналогичного выражения для
максимальной температуры для пластины с сенсо-
рами, представленного в [20], состоит в наличии в
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знаменателе для величины Dˆ′′. Как уже указыва-
лось, за счет выбора коэффициента обратной свя-
зи можно управлять максимальной температурой.
Выше получено приближенное решение уравне-
ния энергии (36). Однако можно получить и то-
чное его решение. Для этого сделаем замену пере-
менных ρ=x
√
λ1/α, λ1=λh/a
2, после чего соот-
ношение (36) примет вид
x2
d2θ
dx2
+ x
dθ
dx
− x2θ = d˜0x2 + d˜2x4 + d˜4x4. (39)
Здесь
d˜0 = dˆ0|η|2; dˆ0 = A
λ1
(
λ1
α
)
d0;
d˜2 = dˆ2|η|2; dˆ2 = A
λ1
(
λ1
α
)2
d2;
d˜4 = dˆ4|η|2; dˆ4 = A
λ1
(
λ1
α
)3
d4.
(40)
Уравнение (39) – неоднородное уравнение Бесселя.
Легко показать, что его общее решение имеет вид
θ = D1I0(x) − θ˜0 − θ˜2x2 − θ˜4x4, (41)
где
θ˜0 = d˜0 + 4d˜2 + 64d˜4 = θˆ0|η|2;
θˆ0 = (dˆ0 + 4dˆ2 + 64dˆ4);
θ˜2 = d˜2 + 16d˜4 = θˆ2|η|2;
θˆ2 = (dˆ2 + 16dˆ4);
θ˜4 = d˜4 = θˆ4|η|2, θˆ4 = dˆ4.
(42)
Если на контуре пластины задана постоянная
температура (θ=0), то постоянная D1 определяе-
тся из соотношения
D1=(θˆ0+θˆ2x
4
0+θˆ4x
4
0)
|η|2
I0(x0)
, x0=
√
α
λ1
. (43)
При теплоизолированном торце, когда dθ/dx=0,
постоянная D1 будет
D1 = (2θˆ2x0 + 4θˆ4x
3
0
)
|η|2
I1(x0)
. (44)
Максимальная температура достигается в центре
пластины. Приравнивая ее к точке Кюри, находим
критическую амплитуду колебаний:
|ηcr| =
√
θK
θ0
, (45)
где для заданной на контуре температуры
θ0 = (θˆ0 + θˆ2x
4
0 + θˆ4x
4
0)
|η|2
I0(x0)
− θˆ0, (46)
а для теплоизолированного контура
θ0 = (2θˆ2x0 + 4θˆ4x
3
0)
|η|2
I1(x0)
− θˆ0 . (47)
5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ
Подставляя выражение (45) в формулу (25), на-
ходим критическое значение параметра нагруже-
ния |P |cr. Минимальная критическая нагрузка на-
ходится путем подстановки выражения (35) в (45):
(pcr)min =
64Dˆ′′
a4
√
θK
θ0
. (48)
Здесь θ0 определяется по формулам (46) или (47)
в зависимости от типа тепловых граничных усло-
вий.
Анализ существенно упрощается при исполь-
зовании полученного выше методом Бубнова –
Галеркина приближенного решения. Можно пока-
зать, что µ20. Поэтому из соотношений (27),
(28) следует, что амплитудно-частотная характе-
ристика, как и для прямоугольной пластины [20], –
неоднозначная и жесткая, а коэффициент дем-
пфирования зависит от амплитуды колебаний не-
линейно, причем, в зависимости от значений фигу-
рирующих в этой формуле параметров, может как
уменьшаться, так и увеличиваться с ростом ам-
плитуды. Из соотношения (14) вытекает, что эф-
фективность активного демпфирования будет са-
мой высокой при следующих размерах сенсоров и
актуаторов: ρ1=
√
2/2.
Из формул (30), (31) следует, что при достиже-
нии температурой точки Кюри θK=T−TK , работа
сенсора ухудшается, поскольку при этой темпера-
туре γ31(TK)=0 и пьезоактивный материал стано-
вится пассивным. Из (27) имеем выражение для
критической амплитуды колебаний: xcr=A2θK ,
где
A2 =
1 + θ/6
B(d0/4 + d2/2 + d4/12)
.
Критическая механическая нагрузка определяется
из соотношения (21):
P 2cr = (a
2
12 + a
2
21)A
3
2θ
3
K+
+2(a11a12 + a21a22)
(
C0
C1
)2
A22θ
2
K+
+(a211 + a
2
21)A2θK .
(49)
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Более точное значение критической нагрузки
найдем, полагая, что температура диссипативно-
го разогрева достигается в точке ρ=ρ1. При этом
во всей активной области 0≤ρ≤ρ1 температура
диссипативного разогрева превышает точку Кю-
ри. Тогда критическая нагрузка определяется из
приведенной выше формулы (32), если в ней за-
менить величину θK на величину θˆK=θK/(1−ρ21).
При оптимальных размерах актуатора ρ21=1/2 по-
лучаем θˆK=2θK . При соответствующем этой тем-
пературе значении механической нагрузки управ-
лять колебаниями пластины становится невозмо-
жным.
По аналогии с изложенным в [20] получим выра-
жения для минимального критического значения
параметра нагружения:
P1 =
qmina
4
64(1 + β˜)
√
ω0(d0 + d2 + d4/3)
αD′′
=
=
√
1 +
1
(a/h)2
Bi .
(50)
Здесь число Био Bi изменяется за счет варьирова-
ния коэффициента теплопроводности, а коэффи-
циент теплообмена остается постоянным.
При изменении числа Био за счет варьирования
коэффициента теплообмена получаем следующий
минимальный параметр нагружения:
P2 =
qmina
4(a/h)
64(1 + β˜)
√
hω0(d0 + d2 + d4/3)
λ˜D′′
=
=
√
1 + (a/h)2Bi.
(51)
Детальный анализ влияния изменения числа Био
на минимальный параметр нагружения представ-
лен в [20].
Принципиальная особенность рассмотренного в
данной работе случая состоит в том, что в выра-
жениях для P1 и P2 в знаменателе появилась ве-
личина β˜, которую можно изменять за счет изме-
нения коэффициента обратной связи. Таким обра-
зом, минимальным критическим значением пара-
метра нагружения можно управлять. Так как тем-
пература отличается от квадрата амплитуды ко-
лебаний только постоянным множителем (см. со-
отношение (30)), то температурно-частотная хара-
ктеристика для рассматриваемой системы также
будет неоднозначной и жесткой.
ВЫВОДЫ
Методом Бубнова – Галеркина в сочетании с ме-
тодом гармонического баланса получено аналити-
ческое решение задачи об активном демпфирова-
нии вынужденных резонансных колебаниях гиб-
кой круглой вязкоупругой пластины при совме-
стном использовании пьезоэлектрических сенсо-
ров и актуаторов. Торец пластины считается жест-
ко защемленным. На поверхности пластины в виде
пятен нанесены трансверсально-изотропные пье-
зоэлектрические слои с противоположной поляри-
зацией, выполняющие функции сенсора и актуа-
тора.
Для исследования влияния геометрической не-
линейности и температуры диссипативного ра-
зогрева на эффективность активного демпфиро-
вания колебаний пластины получено кубическое
уравнение. Показано, что, в отличие от линейно-
го случая, амплитудно-частотные и температурно-
частотные характеристики будут неоднозначными
с типичными для нелинейных систем перескоками
с одной устойчивой ветви на другую.
Температура диссипативного разогрева ока-
зывает существенное влияние на эффективность
работы сенсора. В частности, при достижении тем-
пературой точки Кюри для пьезоматериала имеет
место специфический тип теплового разрушения,
когда сенсоры и актуаторы теряют свое функцио-
нальное назначение из-за потери материалом пье-
зоэффекта. Найдено выражение для критической
механической нагрузки, при которой происходит
тепловое разрушение. За счет выбора коэффици-
ента обратной связи в соотношении между показа-
ниями сенсора и подводимой к актуатору разности
потенциалов можно в достаточно широких пре-
делах управлять коэффициентом демпфирования
пластины.
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